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1. Inleidtne:. 
Voordracht door J. Berghu1e 1n de aerie 
Actualiteiten op 29 Ma.art 1952. 
OEBROKEN MACHTREEKSEN 
-Kr is reeds meermalen gewerkt a.an theorema•e over gebrokan macbt-
reeksen, d.w.z. die polynomen, welke men verkr1Jgt door een volled1p 
reeksontwikkeling voor een of andere funotie na. een bepaalde term at te 
breken. 
Zo kent men in de eerste plaats het werk van O. Blumenthal 1), die 
de gebrbken reeksen van de funot1e (1+x)r beschouwt 1n zijn art1kel 
getiteld: "La. geometrie des polynomes binomiaux. 11 • 
Er zijn verder de verachillende asymptotische besohou.wingen over 
reeksen van het exponentiele type 1 waarvan de eerste te danken was a.an 
een vermoeden van Ramanujan. ( 21 3, 4,5,6) 
Dan zijn er nag een aantal artikelen, welke gedeelten van maoht-
reeksen behandelen, die in een zekere omgeving begrensd blijven, o.a. 
van de hand van W. Rogosinski en o. Szeg&.(7) 1 
Het ligt in de bedoel1ng thans soortgelijke besohouw1ngen te houden 
ala Blumenthal, eohter niet meer voor de 'binomiale polynomen,. maar 
voor die polynomen 1 welke ontstaan door het a.fbreken van de reeksen 
van bet exponentiele type. Daarb1j zal men iets nod1g hebben van de 
asymptot1sche beschouwingen, welke vermeld zij~ in de rete:rentiee (2) 
tot en met (6), maa.r de derde soort-artikelen za.l men h1erb1J niet 
behoeven. 
De lijst van aangehaalde schrijvers is niet volledig, terwijl het 
in het volgende behandelde vr1j elementa1r blijft. 
2. Defini ties. 
Vooraf de 1nvoer1ng van de volgende symbolen, waarbij n een natu.ur-






(2, 1) ' 
(2,3) 
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en welbekend zijn de relaties 
(2.,4) 
3. Enkele eigenschappen van Enill· 
Om te beginnen neme men (2.,1) nader ender de loupe. Er zijn twee 
typen polynomen nu en wel worden deze typen het duidelijkst gekarak-
teriseerd door hun gedrag voor negatieve x. 
Gebruikmakende van de resttermvoorstelling van Lagrange, vindt men 
gemakkelijk 
exp u (x-u) i x n 
0 nl 
· du. 
Voor x) O geldt dus zonder ui tzondering 
exp X) En(x), 
(3., 1) 
(3.,2) 
waarbij voor elke n een x zodanig te kiezen is., dat het verschil tus-
sen beide functies elke positieve waarde overschrijdt en bij vaste x 
is n zodanig te kiezen., dat het verschil tussen beide functies wille-
keurig klein wordt. 
Zeker geldt voor x} O en n) m 
(3,3) 
daar En (x) meer termen (welke a.lle positief zijn) bevat dan Em(x). De 
integraal in (3,1) is dus een monotoon dalende functie van n. 
Voor x = O is En(O)= 1 voor elke n. 
Voor x < O stelle men x = -y: 
n+1 1~ · (y-u)n 
exp(-y) - En(-y)= (-1) 
0 
exp '(-u) --n 1- d:.t. 
Is nun even dan En(-y)) exp (-y), 




en weer is het verschil tussen beide functies bij vaste n willekeurig 
groot te krijgen., terwijl bij vaste y het verschil willekeurig klein 
te maken is. 
De f'l;l,ncties met een even index n kunnen dus geen reeel nulpunt heb~ 







geldt dan,dat de funct1es met oneven index n monotoon stijgend moeten 
zijn en dus hebben deze functies een en slechts een nulpunt~) 
Een veelterm uit de even klasae heeft dus een minimum op de pla.ate, 
waar z1jn voorganger uit de oneven klasse een nulpunt heeft en een buig-
punt bezitten deze krommen niet. 
De oneven klasse bezit wel een nulpunt en een buigpunt, maar geen 
maximum of minimum. 
De plaata van de nulpunten zal nader word.en aangegeven in de pa:ra-
graa.f 5. 
Gemak:kelijk ziet men 
(3,7) 
d.w.z. En(x) en En_2(x) snijden elkaar in de punten x = 0 en x = -n. 
Voorlopig beschouwe men nu polynomen uit de even klasse. De hieronder 
af te leiden eigenschc..ppen k:unnen eenvoudig worden overgedragen op de 
polynomen van de oneven klasse. 
E2n(x) en E2n_2 {x) snijden elkaar dus in de punten x =Oen x = 2n, 
in het interval -2n( x<o is E2n(x) kleiner dan E2!1_2 (x), daarbuiten 
grater. 
E2n_2 (x) en E2n_4(x) sni,iden elkaar in de pu..nten x = 0 en x= -(2n-2), 
in het interval -(2n-2)(x(O is E2n_2 (x) kleiner dan E2n_4(x), daar-
buiten groter. 
Binnen het interval -(2n-2) { x < O is dus E2n_4 (x) grater dan E2n(x), 
voor x) O is E2n(x) grater dnn E2n_4(x) en voor x (-2n is E2n(x) groter 
dan E2n_4(x}. 
Behalve in x = C, hcbcen dus E2n_4(x) en E2n(x) slecht.s snijpunten 
in het interval -2n < x ( -(2n-2). Een is er zeker en maxima.al z:l.jn er 
drie. Veronderstel nu eens, dnt het laatste wa.ar is. Dan volgt uit bet 
theorema van Rolle, dat ook E2n_1 (x) en E2n_5(x) dr:tE:: :mijpunten moeten 
hebben in het interval -(2n-1) < x ( -(2n-5). Zo doorgaande met Rolle 
komt men tot de conclusie, dat E4(x) en E0(x)= 1 4 snijpunten moesten 
hebben, en di t is zeker niet waar, aa.ngezien E4 (x) slechts l minimum 
heeft. E2n_4{x) en E2n(x} hebben dus 2 snijpu..nten. Op analoge wijze Ziet 
men dat E2n(x) en E2m(x) met m ,,J. n slechts 2 snijpunten hebbe~ en dat 
voor n naar oneindig dis abscis van het ene snijpunt naar -;X,gaat, het 
andere 1.s steeds x = O. 
4. Enke le ei5enschappe_n va.n c2n(x) en s2n+1hl. 
Zander beperkin.g kan men nu uitsluitend x > O beschouwen., zulks in 
verband met bet even/oneven karakter der polynomen. 
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- c2n(x)= (-1)n+1 J sin Y {x-y}2n dy {2n) 1 
X. 1j (x-v}2n+1 sin x - s 2n+1(x)= (-1)n+. sin y ~-----L-----
c (2n+1)l 
even n geldt dus 
C2n (x) \ grater dan } cos x. 
82n+1 (x) J sin x. 
oneven n: 
C2n {x) ) kleiner dan j cos x. 
S2n+1 (x) j sin x. 




c2n(x} heeft dus extrema in de nulpunten van s2n_1 (x) en buigpunten 
in de nulpunten van c2n_2 (x). 
De vraag, hoeveel nulpunten heeft c2n(x) resp. s2n+1 (x), zal later 
aan de orde komen. 
De doorsnijdingen vtl.n de krommen c2n (x) en c2n_4 (x) is gemakkelijk 
te berekene:r: n.l. :::,( = u en x = + 2n(2n-1). Voor x)0 h0bben dus c2n(x) 
en c2n_ 4 (x) s1c,chc~ ': doorsnijdingspunt. Op ana.lcg~ wijze ala voor 
de polynor11en En (x).., 1{1.n m,,.;n nu bewijzen, dat c2n (x) e lk1? c2m (x) sleohts 
voor x) 0 snijdt in efln runt en wel:irrl:ien n en m twee Yerschillen. 
De limiet voor n nP.e.r oo van di t snijpunt is ook w,.::1.=r oneindig. De 
extremale waarden van c~n(x) liggen van even n bij waarden van x, welke 
kleiner zijn dan k 7T( k ~:ehee l ) O), terwijl deze extrema biJ oneven n 
voorkomen bij waarden var: x, welke grater zijn dan kif, De nadering van 
deze extrema tot kTT is monotoon. 
Dergelijke e1genecha.ppen gelden ook voor de s2n+1 (x). 
5. Asymptotisohe benadering van het nulpunt van En(&. 
Gevraagd hat asymptotisch gedrag voor grote n te bepalen van de 
functie l ·:;:: ~(n), Welke voldoet aan En(-~)= 0 ens~ 0. 
In een nog te verschijnen rapport van de Rekenafdeling van het Ma-
thematisoh Centrum wordt aangetoond, dat 
- 5 -
n Yn En(-y) = (-1) n! I(y,n) + exp (-y) (5, 1) 
waarin y 
I(y,n)= 1 e-u (1 - ~)n du. 
(J 
(5,2) 
Voor I(y,n) geldt de asymptotische ontwikkeling 
I ( Y' n) = .J_ • 1. - ny 3 + 
n+y Y (n+y) (5,3) 
Voor y gelden hierbij zekere beperkingen maar voor y '> O is de toege-
paste ontwikkeling zeker toegestaan. 
Voor y = S wordt het rechterlid van (5,1) gelijk aan nul, mits n 
oneven is, 
Voert men nu nog in 
a= L (5J4) 
n 
en substitueert men voor a in (5,1) de volgende asymptotische reeks 
b1 a1 °1 2 
a= a + - log n + - +-,,.;- log n + .•. (5,5) 
o n n nc:: 
dan is het mogelijk de an, bn, en enz. uit te rekenen. 
Hier zullen slechts de a 0 , a 1 en de b1 bepaald worden: 
annn ( a a ) ( ) rrr- 1+a - 3 + ... =exp-an . ( 1 +a) n 
Er geldt volgens Stirling: 
n l = ( 1 1 ) 1 
- ~ - 288n2 · · • 
en dus is 
' 
exp(-a)=, e a 
I)--·. 
i f rp • 




T = 1 +a - ----~--- + ( 1 +a.) Jn 
\f I 1 N == ~ 2 lT n ( 1 - -5~-
~1 • .,,., 
I . -~.L • 
Gemakkelijk berekent men: 
1 
288n2 
. . . . ) . 
11-----
\/ ___ ao ---, f1 + 0 (long.2n)}_ 
y ( 1 +ao ) v2-77 n1 \ 
De a 0 is dus te bepalen uit 
exp ( - a 0 ·- 1 ) = a 0 







b 1 2111 -2 (,.....i_+a_o __ ) • O, 1089o6 
ao a2 
a 1• 2 , i+ao) log · · 02 • - 0.,532124. \ (1+a0 ) 27T 
6. Het aantal nulpuntep van c2n(x) en s2n+1(&. 
(5,8) 
(5,9) 
In onderstaand tabelletje is gegeven de graad van het C of S polf• 
.. . 
noom en daarachter het aantal reele nulpunten van dat polynoom .. 
c0 (x) 0 s5(x) 1 c10 {x} 2 
s1 (x) 1 c6 (x) 2 s11 (x} 3 
c2 (x) 2 s7(x) 
' 
c12 {x) 4 
s3(x) 3 Ca(x) 4 s13 (x) 5 
C4{x) 4 s9(x) 5 c14 (x) 6 
Dit tabelletje kan men met zeer eenvoud1ge hulpmiddelen ver1t1eren. 
Heeft n.l. een polynoom een complex nulpunt ~, dan ia ook zijn toege-
voegd· complexe s" een nulpunt. Maar vervanging van S door - S moet 
wegens de even (oneven) eigenschappen ook een nulpunt zijn. Dus de 
Oomplexe nulpunten komen altijd 1n stellen van 4 voor. Daarmede is het 
e~rste rijtje van het tabelletje bewezen. 
x2 x4 
Nu is s5(x)= x(1 - 1, + 11m') 
~en polynoom, hetwelk g:i:-oter dan de sin x bliJft voor x) O. De extre-
x2 x:4 --:--77 
men van (1 - 0 + ~) l:tggen bij x = V 10, maar de waarde van het A 
minimum is nog positief: s5(x) heeft dus 1 reeel nulr,unt en 1r complexe. J 
Had nu c6 (x) 6 reele nulpunten (het aantal is of 2 (;f 6), d.an had volgen•:~ 
Rolle s5 (x) e!:_minstens 5 moeten hebben. Zo komt m~n C3(x). Maar C4(x) ' 
ts voor x < t/;6 groter dan c8 (x) en die op zijn beu.rt weer groter dan 
cos x. Ca(x) heeft dus m1netens evenveel nulpunten ale C4(x), 1ets., 
wat ook algemeen geldt voor elk stel polyn~men, hetwelk: 4 in de graad 
atwiJkt van elkaar. 
Om aan te tonen dat s9{x) vijt' reele nulpunten heeft, behoeft men 
sleohts s9( 4 )= - o,66:, uit te reltenen en een beetje rekamierk levert 
ook bet laatate r-1jtje uit bet tabellet.Je. 
Men z1et nu een Mkere regelmaat komen, maar uit het volgende 
bl1.1ken., dat deze regelmaat eens verstooN\ wordt. 
U1t de tormulee (5.,1)., (5,2) en (5,}) volgt 
zai 
, " x2k n x2n 
021\(x)- . L ( •1 )k ,(&:) ! == coe x + (-1} c2n) 1 ... ) 
•,• k==O 
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De cos xis in absolute waarde begrensd door een. De term 
x2n x2 
(2n)! · 4n2+x2 kan ver boven deze waarde uitkomen en dus meet de 
waarde x zodanig gekozen worden, dat deze term ten hoogste 1 bereikt, 
wil men nog een nulpunt van het polynoom c2n(x) kunnen hebben. De 
extrema van cos x liggen bij x = r fT en op deze punten moet dus de 
bovenvermelde term kleiner dan een blijven. 
(r rr)2n 
(2n) ! 




- = q n 
volgt 
qe2TT 
is qo = 
I 






(r17 ) 2 ~ 1. 
+ ... log n + ... 
v-(4+~2 rr2 q lT2 )2 4 TTn [1 - o{~) J . 
= 0,23419933 




r I J Het aantal nulpunten nade~ dus voor grate n tot Ln.(.j 0 + q1 log n . 
Aangezien q0 ) 1 /5, blijkt dus, dat het aan het begi.n dezer para-
graaf gegeven tabel1etje,niet zo zonder meer voortgezet kan worden. 
Het juiste an.ntal nulpunten bepalen is wel bijzonder lastig. Zoals 
reeds in (6] i.~ opgemerkt, is het niet mogelijk cos n. te berekenen 
met behulp van d.e a~~~/mtotische voorstelling. Nu zo 1  uen hier cos x met 
andere hulpmiddelen dienen te berekenen, om dan rr.et :Jehulp va.n (6 .• 1) 
te zien of c2n(x) op x. nog een nulpunt kan hebben. 
De cos x op anal·ytische w1jze te schatten, waar ,{. ·.cE:rA::i.~eg0:n wo:..~d.t 
door de asymp"cotische reeks met n TT te vermenig,,rul:iJ.gen., is niet zo 1n 
prettig karweitje. 
Numeriek is er zeker voor elke n met behulp van :Li.:eratie een q1 aan 
te geven en dan is ook wel het aantal nulpunten te bepalen. Dit vereist 
dus voor elke n een hoeveelheid rekenwerl-c. 
Voor de s2n+1 (x)-veel termen is een soortgelijks beoc;hc-•uwing t-2 houden 
en vindt men dan dat (6,2) en (6,3,) gehandhaaf'd kunnen blijven. 
7. Een volgende stap, 
Fune ties we lke veel ovareenkoni&t ve~t·onen wet de exponentie le 
zijn de BesselfunctiefL 
Ten e1nde de• afgebroken .machtl"e~k:sen van deze funaties te ender..-
zoeken, voere men in: 
N h 
~,k(x)• fa hi (fi+k) I . 
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k • 0,1,2 ••• 
N • 0,1,2 ... 
Deze man1er van de.f'1nier1ng levert een voordeel op: Men vangt ·de 
beide Beseelse functiea tegelijkertijd, want 
Lim 1N,k{x}= Ik{2 fx)/{ fi)k 
N _.oo 
x.> o 
en Lim ~,k(-x)= Jk(2 Vx)/( Vx)k. 
N--. oe 
Jt ~ 0 
Door middel van diffe~ntiatie heeft men nu 
(1,.:,) 
Soortgel1Jke beschouwingen als bij exp x., voor x) O leveren nu vo,or 
ff) M, 
1 ( IM, k ( x) { ~, k ( x) < Ik ( 2 Vi)/ ( Vx) k., ( 1., 4) 
waarb1J alle gel1Jktekena vervallen in (7,4) wanneer x) o. B1j vaste 
k 1s de mo~oton1te1t van de runcties (7,1) dus weer aangetoond. 
Voor x < O volgt u1 t de laatste gelijkheid (7 ,2} onder gebru:Uanak1ng 
van de bekende stell1ng van Hurwitz, dat de functies ~,k(x) bij vol~ 
doend grote N elk voorgeschreven aantal nulpunten kUnnen hebben. 
En oak hier weer. ontmoet men het probleem b1j eenmaal gekozen k, 
het aantal nulpunten te bepalen ala functie van N. Dat d1t niet een-
voud1g zal z1Jn, na hetgeen men gezien heeft in bet cosinus~ or ainua-
geval, is wel du1delijk. H1eztbij ko~t nog,dat de Jk(2 Vi) geen perio- · 
d1eke functie meer is en dat de 1n de paragrafen 5 en 6 aangehaalde 
asymptotische ontwikkelingen tot op tieden nog niet bewezen z1Jn vcor 
de Besselfuncties. , 
• Gema.kkelijk ziet men in,dat I 1 ,k(x) een nulpunt en sleohta e•n be'll1~} 
[ x • - (k+1)). 12 k(x) ~bben voor k:) o geen nulpunten., wel een ; '";f 
, . ~ 
ainimum. , en voor k = o een minimuVl - dubbeJ.,•nUlpunt op· x • -2. Vol.-N /llJ 
(7.,:,) z1Jn nu weer de I:,,k:(x) :monotoon ttijpnde tunoties v-.n Xt wel,.)it)~~ 
een en slechts een nulpunt be~1tten. . ::~ 
Utt de resttermvoorstell.1ng van, tac~ vindt •n weer., 1ndien ",~,, 
Ru,k(x)• 1..,,,k(x) - 1-.,k(x)., 
~k(x}• l:ta 1N k(x), '.· 
. a-.oa • 
•x~o; 
, I d, ' 
1>' (N+1) ¾,k 
0 
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(y) ¥ dy 
1" (xNy! )N = Ioo k+N+1 (y) dy, 
.;, , 
" 
en ~ k(-x)=(-1)N+1 j ICII k+N+1(-u) (xN~)N du. 
, fJ , 
(7,5) 
(7,6) 
De conclusie, welke 
altijd positief is, is 
verband met (7,2): 
direct uit (7,5) volgt, n.l. dat deze restterm 
reeds op andere wijze afgele1d. (7.6) wordt in 
(-1 )N+1 
~,k(-x)= N! 
l j 3k+N+1 ( 2 V-u) 
0 
{x - u)N u 
Voert men nu de volgende transformatie uit, 
t2 
u = T 







Het doel is nu aan te tonen, dat de integraal in (7,8) positief is 
voor elke waarde x) O. Het analytische 'bewiJs kan echter nag niet ge~ 
geven warden. Wel geldt het volgende, gedeelteliJk steunend op nume-
rieke resultaten: 
Indien z0 en z1 nulpunten zijn 
, 
( I -p+1 
{.u-P+1 Jp(u)du = - z1 
-p+1 
= ZO 
van JP (u), dan leidt men at: 
-p+1 
Jp-1 (z, )+ zo Jp-1 (zo) 
-p+1 
- z 1 
I Men weet, dat in de nulpunten z0 ,z1 enz. van JP(u), z0 JP{z0). 
maximaal is. Afgaande op de gegevens verstrekt door Jahnke-Emde {9) 
is voor P ( 5000, rnaar waarschijnlijk ook daarboven, 3p (zq) een 
p-1 
zo 
In het interval o,< t ,2 vi, is monotoon d.alende furictie van z0 . t2 N . . . (x '"'7+) eveneens een monotoon dal,ende functie van t. De integraal 
1s nu als volgt te minoreren: 
~ip ·het integratiepad in, stukken, well$ telkens in een nulpunt van. 
JP(t) beginnen, een nulpUI>:t als tb~~n.<11:~PWl~ en l).et volgeride als 
tweede randpunt bevatten. In bet 'begin;.. ·en:: e1llE)punt van elk etuk .heeft 
de. afgel.etde van-d.e Eeaselfutlott~·-®~(:$t"'el.fde teken. Het eerste stuk 
• ' ,' '1 ,· ·, ' ,, ' 
heeft ~.i:S ~erste -punt t -~ Q. 
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.Het ipwendige nulpunt verdeelt elk stuk van de integratieweg weer 
in tweeen. Over het eerste gedeelte is de int~graal positief en wordt 
t2 (x - 7+) geminoreerd door de waarde in het eindpunt. Over het tweede 
gedeelte is de integrand negatief en wordt (x - ~) gernajoreerd goor 
de waarde in het beginpunt, d.w.z. over elk stuk wordt nu (x - ~) ver-
vangen door de waarde, welke deze parabool aanneemt in het inwend1ge 
nulpunt. Nu ziet men dat, aangezienlJp(zo)I monotoon dalend 1s de p•1 I 
zo 
integraal in het rechterl1d van (7,8) positief moet zijn voor elke x. 
Voor even N en x (0 
IN,k(x) groter dan Iot?,k(x). 
Voor oneven N is IN,k(x) kleiner dan \,,k(x). 
Nu duikt ook weer de vraag naar het aantal snijpunten van IN,k(x) 
en IM,k(x) op. Slechts voor die waarden van N en M, welke een even 
getal verschillen, is er buiten x = O nog een ander snijpunt mogelijk. 
Edoch, er kunnen ook meerdere mogelijk z1jn. Uit het feit, dat de 
r4,k{x) slechts een minimum kan vertonen, kan men evenals b1j het 
cosinus-geval afleiden., dat elke twee functies., waarbij N - M = 4, 
slechts 2 snijpunten kunnen hebben. Een daarvan is steeds x = o,· het 
andere ligt bij negatieve waarde van x en voor limiet N~oogaat deze 
waarde naar - co • 
Het snijpunt van IN,k(x) en IN-2,k(x) ligt bij x = -N(N+k). Hieruit 
volgt dan weer dat, wanneer IN-2,k(x) is verondersteld v nulpunten te 
bezitten, dan heeft ~.,k(x) ook minstens Y nulpunten. Een verschil 
met het cos- resp. sin-geval is echter, dat wanneer de functie 1 
complex .nulpunt bezit, ook de toegevoegde complexe nulpunt is, maar 
niet de in de oorsprong gespiegelde. 
8. Slot. 
-
Het is duidelijk, dat de beschouwingeh hier gehouden en parameter 
minder bevatten dan het werk van O. Blumenthal. De laatste heeft n .1 •. 
. r 
behal,ve de n ook nog de O ter beschikk1ng ( 1+x) • Maar er is aan toe-
gevoegd in het geval v,an de En (x)-polynomen, de asymptotische bepaltng. 
van het nulpunt en in bet geval van de c2ri(x),.. of s2n+1 (x)-polyncn•n~ • 
de asymptotische bepallng van heir aantal nulpunte?.: IDit. gelu.kte v~a 
asymptotisehe beschouwingen, w~lk~, yoop h:.<et bereke~en .van de betrok-
ken functies exp (-x); cos. x en S'!J.1 ~:.,a.'bsc:>ln:ut geen betekenis h~bben .• 
, . Men zou de vee'J, termen ook i~ ~t~''<,i~f-lei~ vl~k kUiinen' beschouwen., 
dt\s ztch niet b~:rperken tot ~~,,~~~ ,'!an x. 
•. •ni• . . ;:'..: ,v:'-P\ :!} ''/ ·:~· '. '•'""' i. ,' ,.,,.. ' 
' . . .. , . ·t 
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Tenslotte is er nog aan toegevoegd een(nog niet voltooide)u1teen-
zetting over de polynomen, welke ontstaan door het afbreken van 
Besselse functies. 
Waarschijnlijk zal het wel mogelijk zijn aan te tonen 
lytische weg, dat in de nulpunten z0 van J (x) I Jrl(zo)I p p-1 
toon dalende functie van z0 is. 
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